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Intégrale de Laplace

1) Transformée de Laplace

a)  On appelle Transformée de Laplace de f la fonction F' définie par :
+o00
F(p):/ f(t)e Prdt avec : peER ou peC
0

On écrira :  F(p) = Z[f(t)] ou L représente la transformée de Laplace.

b)  Formules de base avec : % : (1) =0 S% <0 et t>0
Ut)=1 sit>0
L u) = : 2w =
[% ()] = ) ; " % (t)] = prESY
Ll w@)] = —
pt+a
p . w
L [cos(wt) % (t)] = e ; Z [sin(wt) % (t)] = o2
2) Propriétés de la Transformation de Laplace
a) Linéarité : LN+ ugl = XL fl+u L9
b)  Formule du retard : ZLIft—7)% (@t —71)=F(pe P
c¢) Transformée de f(at)e % : Zft)e ] = F(p+a)
d) Transformée de la dérivée :
Zf't)] =pF(p) - f(0F)
Z ")) =p*Fp) —p f(0F) = f(0)
e) Autres propriétés :
t
Primitive : Z {/ f(z) d:c] = £v) Transformée de f(at) : Zf(at)] = lF (2)
0 p a a
3) Transformation de Laplace inverse

a) Notation et Propriétés : LVNF +uGl = NL7F) +p L7 G

- 1. [t ~ a

2 =1 (L) 2 el =i
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b)  Recherche des originaux :
Utilisation des formules des fonctions usuelles :
F(p) f(t)
4 3 9 2 1 1
—+ 5 ——=22+3= —5- 262+ 3t —5) U (¢
p» p p pP P p ( ) %)
5 —4t
P S5e™* U (t)
1 1 4! 1
- = —t Y (t
pd 24 pd 24 ®)
3p+5 3p+5 1 2 . s
= = + +2 w(t
pPP+4p+3  (p+1)(p+3) p+1 p+3 (7 +2e) ()
2+3 . p 3 2 3.
1=l e (2 cos(2t) + 5 s1n(2t)> U (t)
1 1 VT 1
=— — sin(V/7t) % (t
R e vz v
Utilisation des formules de propriétés :
,C_l
) ORAQ) —  F(p)
Rappel : f—7n)%({t—71) —— F(p)e”™ formule du retard
fte % (t) —— F(p+a) produit par une exponentielle

On comparera ces exemples avec les exemples ci-dessus :

F(p) = (43 3 5) o

formule du retard ~ f(¢) = (2(75 —-2)2+3(t-2) - 5) Ut —2)

f(t) = Lo U (t

24 )

formule du retard ~ f(t) = (e~ D 4 273Dy (¢ — 1)

produit par une exponentielle  f(¢) = <2 cos(2t) + gsin(Qt)> e 2 Y (t)

p p p
e —4(t—2)
F(p) = P formule du retard  f(t) = e U (t—2)
Flp) = — duit tiell
= roduit par une exponentielle
P)= T ap p p p
3p+5 _
F(p) = S a¢"’
pe+4p+3
2p 47 p+2 3 2
Fp) = — =2 . 215 2 92
p?+2p+38 (p+2)2+22 2(p+2)2+2
—3p 1 7
F(p) = —— VT 3

T rdpt 1l 7 (p+2)2+(ﬁ)26

produit par une exponentielle + retard f(t) =

sin (V7(t — 3)) e 20=3) 9 (t — 3)

Sl-

&g‘ 10
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4) Transformation de Laplace pour les équations différentielles

a) 2’(t)—2'(t) —6x(t) =2%(t) avec : z(0) =1 et 2/ (0) =0
<P2X(p) —p— 0) — (pX(p) — 1) —6X(p) = ]2) par : L
(p*—p—06) X(p) = ;er—l
o pP-p-2  pP-p-2
= =6 " -9+
X(p)= e s g
P =15 —3) "5(p+2) 3p
retour & loriginal, par : £~} z(t) = (185 et + % e — ;) U (t)
b) 2"(t) -3/ (t) +2z(t) =e P U(t) avec : z(0) =1 et Z'(0) =0
(1PX) 9= 0) =3(pX(p) ~1) +2X(p) = par: £
(P =3p+2) X(p) = Jlrl+p 3
X(p) = P -2p-2 _  pPP-p-2
(P+1)(P*=3p+2) (+Ll-1P-2)
X(p) = MO 3/2  2/3

(p+1)  (p—1) p-2

1 3 2
retour & l’original, par : £~} x(t) = (e_t +-et-= €2t> U (t)

6 2 3
c) x'(t)+22(t)+x(t) =t % (t) avec : 2(0) =0 ot #(0) =0
1
P’X(p) + 2pX (p) + X (p) = 5 il
1 1
X _
(®) p*(p*+2p+1) p*(p+1)?
1 2 1 2
X(p) = — _ =
®) p? P+(p+1)2+p+1
retour a l'original, par : £t x(t) = (t — 2+ (t+ 2)e—t> U (t)

d) 2'(t)+22'(t)+5z(t) =5t %(t) avec : z(0) =1 et 2 (0)=1

(pZX(p)—p—1>+2<pX(p) )+5X( ) =

)

+

5 ), 2 >
+1 p+1) + 22 (p+1)2+22
—cos(2t) +4 sm(2t)) b (t)

.-Mr—‘ .-M»—l »J;\H”S

retour & loriginal, par : £7! x(t

%
>

—_

—_
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