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Exercices sur les Développements Limités

1)

Calculer les limites suivantes :

P —4 o2t —4 o1 el —1

lim lim lim - In

t—>2t—2 t—>2t—2 t—0 t t

lim b In(t) fim sin(3t) fim 2et — 2 — 2t —2

t—1 12 —1 t—0 1 — et t—0 2In(1 +¢t) + 12— 2t

t2sin(t b1 —¢ 1

limL() lime— lim [t—#In(1+ =
t—0 t — sin(t) t—0 1 4 cos(t) t—-+00 t

2)

Déterminer les développements limités au voisinage de zéro, a 'ordre 4, des expressions
suivantes :

In(1 +t) — sin(¢) ecos(®) In (cos(t)) cos ( sin(t)) 1 + sin(t)
tt+4 t sin(t)
(1+1) 1 1_ ot
241 e+ 1 ‘ n( i cos (1 =€)
, i t?+3t+1 . ,
cos (sin*(t)) esin(®) i sin(t) sin(2t) cos(t)
3)

Etudier et représenter graphiquement la fonction suivante :

1 21
x b v=3 <x 5 —ln(:l:))

On fera un DL a l'ordre 3 au voisinage de z = 1, pour déterminer la position de la courbe

X sl . (x —1)2
par rapport a la parabole d’équation : Yy = —g
4)
Construire les courbes représentatives des fonctions suivantes :
22 —1 1

b) g: z—y=g(x)=/2*@-1)
On peut utiliser un DL au voisinage de [infini pour déterminer les asymptotes obliques.
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Développements Limités (Solutions)

1)

Calculer les limites suivantes :

24 —2 2
a) lim * g 222 = lim(t + 2) =[4]

t—>2t—2 t—2 t—2 t—2
. 2t—4
b) %1n%t 5 Onpose t=2+u avec u—0

20—4 24 4Ax2t—4  4(2*—1)  A4(e"m@ 1)

t—2  (24+u) -2 u u u

On sait que e —1 twot donc : v —1 ~, uln(2)

= lim ————= ={41In(2)

1 t—-1
c) lim i In (6 ; ) On va faire un DL a l'ordre 2 :

t—0
t? -1 t
et —1=t+= +£et) I
2 -0 t 2 -0
t—0 t—0
, el —1 t 1 el —1 t
On sait que : In(1 + u) Barsl donc : In ( ; ) 3 et n In ( . ) farkey

1 et — 1 1
lim - In = —
t~>0t t 2

Onpose t=1+u avec u—0

d)  Tim B0

t—1 t2 —1

tIn(t)  (I4+wu)In(l+wu) (1+wu) In(l+u) o 1xu

2—-1 (14+u?-1 2u + u? u—0  2u
t In(t 1 In(1 1
lim n(>:lim( + ) In( +u):_
t—1 12 —1  u—0 2u + u? 2
. sin(3t)
) 11—{% 1—e2
in(3t 3t in(3¢t 3
sin(31) ~ donc : lim sin(31) = —=
1 — e2t t—0 —2t t—0 1 — g2t 2
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et —t2 — 2t — 2

lim On va faire un DL a l'ordre 3 :
t—=0 2In(1 4+ ¢) +¢2 — 2¢

f)

2 t3
2et—t2—2t—2:2<1+t+—+——|—t35(t)> —t2 =2t -2 = — +t3¢(t)
2 6 o (1) —0
t—0 t—0
23 t3
2ln(1+t)+t2—2t:2<t— SR E(t)) b2t =20 £ ()
23 o 3 (t)—0
t—0 t—0

¢t —t2 — 2t — 2

¢t —t2 — 2t — 2 ) 1
Lim S
t—=02In(1+¢t)+t2 -2t 2

&
3

2_9f 10 288
2In(1+1) + 12 =2t t—0 21

donc :

t* sin(t . _
g) Pné ﬁ Equivalence au numérateur et DL a I'ordre 3 au dénominateur :
—0 ¢ — sin

2 3
t“sin(t) o t

AR £3
tosint) =t = (1= 5+ iéﬁ?) Co3

t—0

t*sin(t 3 t*sin(t

Lm0 L done: |t RO

t —sin(t) t—0 L 0t — sin(t)
et —1—1t et —1—t

h) «évident»

lime———* lim s — "' _
01+ cos(t) =0 1+ cos(t)

1 1
i) lim {t —t?In (1 + ;)] On pose t=— avec u—0
u

t—-+o00

1 1 1
2 —
t—t ln(l—i—g) —a—ﬁln(l—i—u)

On fait alors un DL a l'ordre 2 :

1 1 1 1 u? 1 1 1
()= - (u- St e(w) = - - S s -l
PR L uamf(jé) W w2 ua(u>(:é)
u—0 u—0
1 1 1 1
: 2 _ —
tiliréo{t—t 1n<1+¥>} —llilir(lj{a—ﬁln(leu)} =3
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2)

Déterminer les développements limités au voisinage de zéro, a 'ordre 4, des expressions
suivantes :

a) In(1+¢)—sin(¢)

2 3 £3 23
t——+———+t45(t)> . (t——+t45(t)> o P
( 2 3 4 £(t)—0 6 e(t)—0 2 2 4 e(t)—0
t—0 t—0 t—0
b) ecos(t)
ecos(t) — 61 ecos(t)fl
u2 U3 U4
v _q Il T T 4
e +u+2+6+24+u€(£(:é)
u—0
2t
cos(t) — 1= ——+ — +t' e(t)
224 -0
t—0
N s
ecos(t)—l =14+ (_% + ;_4) + 4 + — + — +t4 5(t)

276 24

t—0

) t2 t4 A
s :e<1——+—+t €(t))
2 6 _p-o
t—0
c) In(cos(t))
2 3 4
ln(l—l—u):u—?ﬁt%—%-kliufilé)
u—0
2 t4 A
1 1) =1 (1—— L t)
n (cos(t)) =In 2+24+8(te)€£0)
t—0
t 3 4
2 4 = 0 0
=(-t L)L 1 — — 1tted)
R B
t—0
ettt
1 ) = —= — — + et
n (cos(t)) 5T 1 + a(te)fio)
t—0
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d)  cos (sin(t))

w?  ut
cos(u) =1— — + — +u e(u)
2 24 e(u)—0
u—0
t3
sin(t) =t — — +t* (t)
e(t)—0
t—0
2t 4
cos (sin(t)) =1 — S tte(t)
( ) 2 24 e(t)—0
t—0
2 5t!
cos (sin(t)) =1— =+ — + 1 &(t)
( ) 2 24 e(t)—0
t—0

f—— 1 v w? ud but
1 - 1 2 = 1 _— — S 4
R S Al S T TR
u—0
t3
sin(t) =t — — +t* &(t)
e(t)—0
t—0
t— t t2 — 12_4 t3 5t4
1 +sin(t) =1 6 S T A
V1tsin(t) =1+ — T T 128+5(t)£0)
t—0
t ottt
1 ] t) = ]_ - . t4 t
e =1ty g T e T
t—0
44
f) o Par division euclidienne selon les puissances croissantes :
4+t
- s =442 +5t" +t' e(t)
1 +t e(t)—0
t—0
) t Divisi i de ¢ 2+t2+t3+t4
ivision euclidienne de ar —+ =+ —
S P 2 T6 T
t t ottt
= ——+ —+tte(t
et+1 2 4 +48+ a(t)£(2
t—0
2 3 a4
h) e(1+1) e(l+t) — ol ot — €<1 + t_ + t_ + t_ 4 ¢4 5(15))
2 6 24 _poo
t—0
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i) 1n<:81fft) >

uwoouwt
n(l4+u)=u— =+ — — — +u* e(u)
2 3 4 e(u)—0
u—0
sin(t) U A
1= — et
t 6 "0 L
t—0

j)  cos(l—¢

2 4
cos(u) =1— % + 3—4 + Uiuf(:é)
u—0
U A
l—el=—t————— — +tte(?)
2 6 24 -0

t—0

124434 I g

cos (1 —¢') =1 12— ptte(t)
( ) 2 24 e(t)—0
t—0
ot
cos(l—e)=1————— — +t* e(t)
2 2 £(t)—0
t—0
k)  cos (sin®(t))
w? o ut
cos(u) =1 — — + — +u* e(u)
2 24 E(UL?O
t3 4
ﬁﬁ@):(r——+¢4dw) =t — — +t'e(t)
e(t)—0 e(t)—0
t—0 t—0

4

t
cos (sin®(t)) =1 — — +t* £(¥)
2 -0
t—0
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1) 6sin(t)
2 Bl )
v 442
e +u+2+6+24+zi(u§izé)
u—0
t3
sin(t) =t — — +t* (1)
6 e(t)—0
t—0
. 2t 3
sin(t) __ 3 3 4
MY =14 (t—-5)+ + =+ o7+t e(t)
O T T T
t—0
. 2 !
e =14t 4+ — — — +tte(t)
28 -0
t—0
?+3t+1
m) L—J Par division euclidienne selon les puissances croissantes :
243t +1
45122065 804 + 4 e(t)
4t +1 e(t)—0
t—0
n) sin(t)sin(2t)
t3
sin(t) =t — — 4+ t* e(t)
6 -0
t—0
8t?
sin(2t) = 2t — — +t* ¢(t)
e(t)—0
t—0
, , , ott
sin(t) sin(2t) = 2t* — — + t* (¢)
e(t)—0
t—0
0) cos(t)
u  ur  uwr 5ut 2 ¢t
Vidtu=14+-——+———+u! t H=1——+—+tre(t
tu=l+4o——o+e— o0 +u€(u§(:é) e cos(t) 5 tort E(;)?io)
u—0 t—0
t2 t* tt 3 4
-5+ 5 0 0
7/ H=14+—2 24 4 7 _ 7 L (¢
cos(t) =14+ — 8§ 16 128" E(jio)
t—0
G-1-L-FL iu
cos(t) =1— — — — €
496 oo
t—0
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3)

Etudier et représenter graphiquement la fonction suivante :

oo s = (S )

On fera un DL a l'ordre 3 au voisinage de x = 1, pour déterminer la position de la courbe

—1)?
par rapport a la parabole d’équation : y=p(r)= %
Le domaine de définition de la fonction est R**t
1 (2% -1 , (x —1)(z+1)
=10 =3 (T -mw) e y=r =T

T 0 0 400
f'(z) - 0+

00 +00
f(z) N /

0

A
X

o7

A :

—1)?
Parabole = — y = (:ET en vert

1 (2% —1
Courbe représentative de la fonction z — y = 3 <I 5~ ln(x)) en rouge

Pour faire le DL on pose x =1+t avec t—0
(x—1)2 ¢

Pour 1 bole :
our la parabole 5 5
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1 (22 —1 1/(1+t)? -1
Pour la fonction : 5 (x 5 ln(x)> =3 <% —In(1+ t))

1 /2t +t2 1 t? 2 3
—( + qmuﬁ>:§t+——ﬁ——+§+ﬁw»

2 2 2 2 £(t)—0
t—0
1 t3 2
= [P-=+8clt)] = = —=+<(t)
2 3 -0 26 -0
t—0 t—0

Position relatives des courbes C; et C, On a en revenant a la variable z :

—1)2
Pour la parabole : y=p(z) = %
—1)? —1)3
Pour la fonction : y=f(z)= (= ) — ( ) +(z— 1) e(x)
2 6 e(x)—0
(e = 1)°
f@) —plo) ~ —

Au voisinage de x =1 les deux courbes C; et C, passent par le point (1;0) et ont la méme
tangente horisontale, mais, comme on le voit sur la figure ci-dessus :

—1)3
Siox>1 ; _le= <0 alors Cy esten dessous de C,

6

| (x = 1)?
Si r<1 ; 5 >0 alors C; estaudessusde C,

4)
Construire les courbes représentatives des fonctions suivantes :
2 3 2
xc—1 1 20° —x*+1 1
a) fl ZEP—)y:f(,I’): 5 e” on a : y’:f’(:p):—+e$
La dérivée s’annule et change de signe pour une valeur unique « ~ —0,6573 dont la valeur
s’obtient par un calcul approché.  On calcule de méme : f(a) ~ —0, 06202

x —00 « 0 +00
f(x) — 0 + 0 +
400 0 400
f(z) N\ /! /!
f(e) —0
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i
=5 7‘
b) g: zw— y=g(x)=</2*(r—-1) on a : y =¢(z) = z(3r —2)

o/ xt(x —1)2

Remarque : La fonction g est définie sur R mais sa dérivée ¢’ n’est pas définie pour z = 0
et pour z = 1.

On peut montrer que : ilir(l) g (x) =400 ilir(l) g (x) = - glgl_)r% g'(x) = +o00
<0 >0
T | —00 0 % 1 +00
f'(x) + H4oof—o0 - 0 + 4oof+o0 +
0 +00
fla) ; N S T
00 _\/TéI

On peut utiliser un DL au voisinage de l'infini pour déterminer les asymptotes obliques.
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On va d’abord écrire g(z) sous une forme plus pratique :
5 5 1 5 1
y=gx)=+/2?>(c—-1) =[x |1——) =x{/1——
x

/ 1 1
Puis faire un DL au voisinage de U'infini de ¢/ 1 — — en posant t=— avec t— 0
x x

1 1 t 2
Vi-==V1-t=01-t)"=1—-——+t¢(t)
T 3 9 E(t)ﬂo

1 1 9 1
Donc en revenant & la variable x : y=gx)=ay/l—==x—-—=+ = ¢(x)
T 3 I()o
e(xr)—

Au voisinage de l'infini, C, la courbe représentative de la fonction g est asymptote a la droite

d’équation : y =2 — 3 de plus :

9
Si x— —oo ; ——=>0 alors C; estau dessus de I'asymptote
x
: 9 ,
Si z— 400 ; —— <0 alors C; estau dessous de I'asymptote
x
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