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Développement en Série de Fourier

1)
Développer en série de Fourier les fonctions de période T définies ainsi :
a) [ impaire T=2
f) =1 si t€]0; 1]
b) [ paire T =2rx
f)y=t si t € [0;m]

Faire dans chaque cas une représentation graphique de la fonction f.

2)

Apres I'avoir représentée graphiquement sur trois périodes, développer en série de Fourier la fonction de
période T =27 définie par :
fe)=m—t si t €l0;
{f(t):—ﬂ—t si te[-m; 0]

“+oo
—1)P
Déduire de ce développement en série de Fourier la valeur de : Z ; +)1
p

p=0

3)
Soit la fonction de période T = 2m, définie par :
tes f(t)=t*+t si te[0;2n]
a)  Construire une représentation graphique de f.

b)  Déterminer le développement de f en série de Fourier.

4)
Développer en série de Fourier la fonction f de période T = 2x IMPAIRE définie par :
ft)=t(r—t) sit € [0; 7

apres ’avoir représentée graphiquement sur trois périodes.

5)
Développer en série de Fourier la fonction f de période T = 27 PAIRFE définie par :
f@t)=t(r—1t) sit € [0; 7]

apres ’avoir représentée graphiquement sur trois périodes.

6)
F) =1 si 0<t< =
Soit f impaire de période T =27 telle que : f®)=0 si L<t< %;
flity=-1 st §<t<7r

Développer f en série de Fourier apres I'avoir représentée sur trois périodes.
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7)
t
Soit la fonction f de période T =4 définie par : t+— f(t) = q pour: 0<t<?2
a) Développer f en une série de cosinus en la prolongeant comme une fonction paire.

b)  Développer f en une série de sinus en la prolongeant comme une fonction impaire.

8)
Soit la fonction f définie par : t— f(t) = |sin(2t)]

a)  Préciser sa parité. Donner sa période.
b)  Représenter graphiquement f.

c) Développer f en série de Fourier.

9) BTS Groupement A
2
Soit la fonction f de période T = % définie sur l'intervalle [—g; g] par :

t— f(t) = cos(t)

a) Calculer la valeur moyenne de f sur l'intervalle {—g ; g}
b)  Calculer la valeur efficace de f sur le méme intervalle.

c) Déterminer le développement en série de Fourier de f.

d) Calculer les quatre premiers coeflicients de ce développement.
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Développement en Série de Fourier (Solutions)

1)

Développer en série de Fourier les fonctions de période T définies ainsi :

f impaire T=2
a) Ft)=1 si t€]o;1]

b) { ft)y=t si t e [0;m]

Faire dans chaque cas une représentation graphique de la fonction f.

a)

ft)
< > < > e > < > <
N t
o 1
. . . . 2
Comme la fonction f est impaire, on a : ‘ao = 0‘ ; ‘an = O‘ et aussi w = 5 =7
Les fonctions ¢t — f(t) et t+— sin(nmt) sont impaires, donc : ¢+ f(t)sin(nnt) est paire
2 (! 2, [
b, = f/ f@)sin(nmt)dt = 72/ 1 x sin(nxt) dt
1 1
cos(nmt
= 2/ sin(nt) dt = {_(mr)]
0 nm 0

) -
(—1)" — 1

. Z. 72
b, = —— et selon la parité : bakt1 = m

La série de Fourier S associée a la fonction f est :

+o0
2 ( o 1 sin ((2k + 1)7rt)) = (sin(wt) + 3 sin(3nt) + 5 sin(bmt) + .. >
b)
ft)
™
5> t
0] T
2
Comme la fonction f est paire, on a : ot aussi  w— % —1

2w
Les fonctions ¢t — f(t) et t— cos(nmt) sont paires, donc : t— f(t)cos(nnt) est paire
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1 (7 1 [ 21" x s
= — fydt== [ tdt=|—=| ==  donc: =
o 27r/,,,f() 7r/0 {2}0 2 one =5
. . . . u==t du = dt
On va faire une intégration par partie : dv = cos(nt)dt - sin(nt)
n
= 27 by cos(nt) dt - Q/Wt (nt) dt
an = o B cos(n = 2 cos(n
2 in(nt)1]™ 21 [T 2 21 H1"
_ 2 {t sim(n )} 2 Manena = 2(@) - @) - 21 [—COS‘(”)}
T no J, mnJy T mn n o],
-2l oL _ oAy
Tn n n ™n?
2((-1)" 1) - —4
ap, = SR E— et selon la parité : a2k+1 = m
La série de Fourier S associée a la fonction f est :
“+oo
T —4 T 4 1 1
St)=f(t) == ———cos((2k+1)t) | = = — — 5(¢ — cos(3t — cos(ot
(t) = f(t) 2+kz_1<7r(2k+1)2wb(( + ))) 5 7r(cos()—&-gcos( )+25cos( )+ )

2)
Apres I'avoir représentée graphiquement sur trois périodes, développer en série de Fourier la fonction de

période T =27 définie par :
fO)=m—t si t e€lo;
ft)=—-m—t si te[-m; 0]

“+oo
_1)P
Déduire de ce développement en série de Fourier la valeur de : Z (1)
o 2p+1
ft)
™
t
0 |
. . . . 27
Comme la fonction f est impaire, on a : ‘ao = 0‘ ; ‘an = O‘ et aussi w = o = 1
T
Les fonctions ¢ — f(t) et ¢+~ sin(nnt) sont impaires, donc : ¢+ f(t)sin(nnt) est paire
w1 du = —dt
On va faire une intégration par partie : u=n cos(nt)
dv = sin(nt)dt =—

b, = 22#/_7; f(t)sin(nt) dt = 72r/07r(7r_t) sin(nt) dt
= % {—(W—t) Cos(nnt)r - i:l/OWCOS(nt) dt = i((O) - (_,ZT)) - %% [Smint)r
= S (-0 o=
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S(t) = Z (i sin (nt)) =2 (sin(t) + %sin(Qt) + %sin(i’)t) + isin(élt) +.. )

. 1 T
=2 (sm() + 3 sm(2§) + 3 sm(3§) + 1 sm(4§) + E sm(5§) + )
+oo
1 1 1 1 (=1)P
=2((1)+= —(- . —(1 L] =2
(0+30+ 36D+ 0+ 50+ ) > o
“+o0
—1)P
Donc on peut en déduire la somme de la série : Z (=1) _r
=0 2p+1 4
3)
Soit la fonction de période T = 2x, définie par :
tes f(t) =>4+t si te]0;2n]
a)  Construire une représentation graphique de f.
b)  Déterminer le développement de f en série de Fourier.
f(t)
DAY
1 / 1 g JCmgg 1 / /

(0] 2m
f(2m) = 4m? 4+ 2m ~ 45,8

oo, 13 217" 1 (83 4x? 47? + 37
%—%0(“Wﬁ—%h+zh—%(3+z>—3
N w=12 1+t du:'(2t—&t—1)dt i | H=21 du = 2dt t
arpariie s gy = cos(nt)dt = sin(nt) OB gy = sin(nt)dt v = _cos(nt)
n n
) 27 1 27
an = — (t* +t) cos(nt) dt = — / (t* +t) cos(nt) dt
27T 0 ™ 0
. 27 27
1 t 1
= = [(t2 +1) Sm(n)} - = / (2t + 1) sin(nt) dt)
i n 0 n Jo
1 1 H1*" o2
- o)-(@-1L ([—(275 1) cos(n )] + ,/ cos(nt) dt>>
T n n 0 n Jo
1 (_47r+1)_(_1)+g sin(nt)]°"
- nm n n n n 0

1 [ —4r 4
nm n n
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Dot oaptie | 1= d“:(%fr?dt Do | =21 du=2dl
arpartie s gy = sin(nt)dt = _ cos(nt) O e = cos(nt)dt v= sin(nt)
n n
2m 1 2m
by = — / (t? + t)sin(nt) dt = — / (t? + t) sin(nt) dt
0 T Jo
2m 27
5(nt 1
= {—(ﬁ +1) cos(n )} + = / (2t + 1) cos(nt) dt
n 1, nlJ

2 p sin(nt)]*" o
(7%)7(0)4»% |:(2t+1)7(1t):|0 7%/0 Sin(ﬂt)dt))

Fm A= A= A= ¥

42 421 1 2 [—cos(nt)]*"
I CRCE e
0
47? + 2 2 1 1
- (e (eD-0))
1 472 4+ 2 2—4
_ (_77‘ + 7T+0>: T
T n n
. , 47% + 37 4 2 —4r
En résumé : ag= —— ap = — b, =
3 n? n

La série de Fourier S associée a la fonction f est :

An? 31 X[ 4 2 —dr
S(t) = —3 + ; (712 cos (nt) + sm(nt))
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4)

Développer en série de Fourier la fonction f de période T = 27 IMPAIRE définie par :

f@t)=t(r—t) sit € [0; 7]
apres l'avoir représentée graphiquement sur trois périodes.
£(+)
)
//\\ //\\ g //\\ //\\ //\\
1 |
! t
0 T
\// \\// \\// \\// \\//
f(2n) = 4n? 4+ 27 ~ 45,8
Attention ! ce sont des arcs de paraboles.  f(5) = %2 ~ 247
2
Comme la fonction f est impaire, on a : ‘ao = O‘ ; ‘an = O‘ et aussi w = T
™
Les fonctions ¢+ f(t) et t+ sin(nt) sont impaires, donc : ¢+ f(t)sin(nt) est paire
Par partie : | £ 4wt =l J; R 2 fois: | o —2tm e '_zdzf
P " | dv =sin(nt)dt = _cos(nt) " | dv = cos(nt)dt v = sin(nt)
n n
2 (7 1 T
by = = | f(t)sin(nt)dt = 22 / (—#2 4 mt) sin(nt) dt
2 J_, T Jo
2 H1" o1
= = ({(ﬁ + 7rt) COS(TL)] + 7/ (=2t + ) cos(nt) dt
™ n o ], nJo
2 1 in(nt)]™ 2 [T
= = ((0) - (0)+ = <[(—2t+7r) sin(n )] + 7/ sin(nt) dt)>
™ n n o |, nlJy
21 2 1"
- 2 -+ 2] )
Tn n n 0
4 (=)™ 1
- = (CEH-¢D)
bn, = w et selon la parité : b = 8
n a : 2k 2k+1 2k 1 1)°r
La série de Fourier S associée a la fonction f est :
+0<3 . .
8 1 . 8 /(. sin(3t)  sin(5t)
S(t)=f(t) = ;nz::l (n3 sin (nt)) - - <s1n(t) t et e T
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5)
Développer en série de Fourier la fonction f de période T = 2x PAIRE définie par :
ft)=t(r—t) sit € [0; 7]
apres l'avoir représentée graphiquement sur trois périodes.
f)

ANVANIVANNANA

1V

/\/\/\/\/\/\&/\/\/\/\

|

|

|

|

l
0 ‘ T
Attention ! ce sont des arcs de parabole.

Dans ce cas la période de f est en réalité

2
et aussi w:l:2
™

3 n 21" 1 3 n 3 2
4| =)=
3 2], w 3 2 6

Les fonctions ¢t +— f(t) et t+— cos(nt) sont paires, donc : t+— f(t)cos(nt) est paire

Remarque :

Comme la fonction f est paire, on a :

1 s

=5 77rf(t)dt:

ao

p tio - u=—t> 4t du:.(igtjﬂ)dt 9 foig: | W= T2t
WP o — cos(zntyit | o = S0 O] dv = sin(2nt)at
n
2 ™
a, = 7/ (—t* + 7t) cos(2nt) dt
T Jo
2 sin(2nt)]™ 1 [T :
- et —— | (~2 2nt) dt
W({( B lo 21 Jo (2t + msinan) )
9 1 cos(2nt)]™ 1 [T
_ 2 — — | |=(—2t —_— | —= 2nt) dt
W((o) (0) 2n<[ (-2t 4+ m) <42 L o[ costznn ))
-1 (1)7(2)71 [sin(2nt)]”
 onm \\2n on n|l 2n 0
-1 (27r 1 )
= — ——x0
nt \2n n
-1
T2

La série de Fourier S associée a la fonction f est :

du = —2dt
_ cos(2nt)
2n

2  to© 2

S(t) = f(t) = % + nz::l (;21 Cos (2nt)> = % = (Cos(Qt) i COSi4t) 4

sin(6t) n
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6)
) =1 si O<t<g
2
Soit f impaire de période T =27 telle que : f®)=0 st g <t< ?ﬂ
2
f)=-1 si S <t<nm

3
Développer f en série de Fourier apres ’avoir représentée sur trois périodes.
%% p 1% p

f(t)

Y
A
Y

<
(<

Y
A
Y

A
Y
A
Y

Q
3
A

T“l“

[ 4
3
3

Y

A
Y
A
Y
A
Y

Remarque : Dans ce cas la période de f est en réalité

2
Comme la fonction f est impaire, on a : ‘ao = 0‘ ‘an = 0‘ ot aussi w= - =2
™

by — / " f(t) sin(2nt) dt

/3 1 x sin(2nt) dt +/ "0 x sin(2nt) dt+/
0 jus

27

3 3

/3 sin(2nt) dt —/ sin(2nt) dt)
0 =

cos«mf . {cos@nw]“ )

2n 2n

™

(—1) x sin(2nt) dt>

A0 o 30 3

27
0 i

(SE

[ — cos(2nt)} N [ — cos(2nt) ;;r)
T)) — (— cos(O)) - ( - cos(2n7r)) + (— COS(“%)))

<R
ﬁ‘Hﬂ‘H
N N
/

[

o

@]

wn

—

[\v}

3

3

_ 1 2nm 4nt
by, = — (2 — cos(5") — COS(T))

La série de Fourier S associée a la fonction f est :

X 2 — cos(22T) — cos(427)

S(t) = Z - sin (2nt)

A

7)
t
Soit la fonction f de période T =4 définie par: t+— f(t) = g pour: 0<t<?2

a) Développer f en une série de cosinus en la prolongeant comme une fonction paire.

-sg‘, 9/13
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b)  Développer f en une série de sinus en la prolongeant comme une fonction impaire.

. . . 2r o7
a) Comme la fonction f est paire, on a : b, =0 et aussi w = 4 =3

1 /2 2 (2t 11 212 1 /4 1
== f(t)dt:f/ Sdt=z> [ =—(z-0)=|>
1/, 1), 4 21 2], 8\2 4
Les fonctions ¢+ f(t) et t+ cos(nft) sont paires, donc: ¢ f(t)cos(nft) est paire
du =dt
2

u=t

Intégration par partie : dv = cos(n

Tt)dt

2 [2 1 (%t . B 2
ap = 1[2f(t)cos( oty dt = 224 Zcos(n§ )dt = 7/0 t cos(nit)dt

1(r2. ., 71

= 3 ntsm(th)]()n7T ; sin(n—t) dt
1 2 2 anl

= 3 (0) — (0) — — [_mr cos(th)] O)

= 5 (T -GD)

s

- n2m2

n =" 1953 et selon la parité : A2k+1 = W

La série de Fourier S associée a la fonction f est :

~ m m cos (2t
222( %+ 1) cos((2k+1)2t)> :i_% (COS(Qt)+(9)+...>

S(t) =

,;;\}—l
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2
b)  Comme la fonction f est impaire, on a : ‘an = 0‘ ’an = 0‘ et w= Zﬂ = g
Les fonctions ¢+ f(t) et ¢+ sin(ngt) sont impaires, donc : ¢ f(t)sin(ngt) est paire
. . u=t du = dt
Intégration par partie : do = sin(ngt)dt v _i cos(nxt)
nmw
2 [? , 1. [*t . IR
b, = = f(t)sin(nft)dt = - —sin(nft)dt = — [ tsin(nft)dt
1/, 27/, 4 1/,
2 2
1 2 . 2 ™
= 3 {—mt cos(nﬁ)} . + g cos(ngt) dt)
1 4(=1)" 2 [2 2
= —| (- —(0) + — | — sin(nit
4 ( nmw ) ( ) nmw [mr sin(n )} 0)
1/ 4(-1"
= - |- -0
4 nm )
—(=1)"
o _ (-1
nm

La série de Fourier S associée a la fonction f est :

= [ —(=)" 7T T sin (7 sin (32
S(t)lz< (=1 sin(th)>71T<sin(2t) gt)+ (32 t>...>

™ n
n=1

8)
Soit la fonction f définie par : t— f(t) = |sin(2t)]

a)  Préciser sa parité. Donner sa période.
b)  Représenter graphiquement f.

c) Développer f en série de Fourier.

a) La fonction en effet :  f(—t) = |sin(—=2t)| = |sin(2t)| = f(t)
Ona: f(t+7%5)=|[sin(2(t+ 3))| = [sin(2t +7)| = | —sin(2t)| = f(t) la période est |T = -

o3

ft)

b)
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c) Comme la fonction f est paire, on a : b, =0 et aussi w =

et o= [ 2 () -

. 41 (% :
ap = /0 sin(2t) cos(4nt) dt = . /0 (51? ((4n + 2)t) — sin ((4n — 2)t)) dt
_ [_ cos ((4n + 2)t) | cos ((4n — 2)t)] :
dn + 2 4n — 2

( 4n + 2 4n — 2 4n—|—2+4n—2
( -1 n -1 ) ( 1 n 1 )
dn+2  4n—2 dn+2  4n—2

m—%iz):i(m&_m)

Al A0 [0 e

m(4n + 2)(4n — 2)

16
-~ w(16n2 — 4)

Qn,

La série de Fourier S associée a la fonction f est :

(7cos(2n7r+7r)+cos(2n7r—7r))7(7 1 1 ))

P
SO =10 =2-7 31 15 357

16 <X cos(dnt) 2 4 [cos(4t) cos(8t) cos(12t)
_ — === = +
T = 16n? -4 © =

b

9) BTS Groupement A
2
Soit la fonction f de période T = ?ﬁ définie sur l'intervalle [—g; %} par :

t— f(t) = cos(t)

a) Calculer la valeur moyenne de f sur 'intervalle {—g ; g}
b)  Calculer la valeur efficace de f sur le méme intervalle.

c) Déterminer le développement en série de Fourier de f.

d) Calculer les quatre premiers coefficients de ce développement.
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3 (3 3 (3 1+ cos(2t) 3 1t sin(2t)1%
b 2 _ v _ .
) fe 2m /_ECOS 27‘(/1 2m {2 4 }_g
3 3
2= (§+E)_( V3 Z) 3V3 + 47
© 8 6 8 6 8
3V3 +dn
fe = 3
0
. . . 27
c¢) Comme la fonction f est paire, on a : b, =0 et aussi w= - =3
3
3 61 (3
a, = / cos(t) cos(3nt) dt = — B (cos ((3n +1)t) 4 cos ((3n — 1)t)) dt
_ iy 0

3 ™
sin ((3n +1)t)  sin ((3n — 1)t) ?
3n+1 3n—1

oz o) ()

0 — 3 <sin(mr+§) N sin(nw—@))
T

Nlw A|w 3w
1

3n+1 3n—1

d) s == 2243 Z (SZTl EL LY i 9) cos(3n )

Un petit effort de calcul permet d’obtenir le quatre premieres harmoniques :

3v3 (1  cos(3t) cos(6t) cos(9t) cos(12t)
=ft)="222 (= - - .
S(t) = 1) m (2 + 8 35 + 80 143 *
, ) ~3V3 (1 cos(3t) cos(6t) cos(9t) cos(12t)
Complément : Si on pose g(t) = — (2 + 3 3% + 20 03

On peut calculer, en utilisant la formule de Parseval, la valeur efficace de g et la comparer a celle de f calculée

ci-dessus.

g2 ~0,706688 ;  f2~0,706748 :‘){e 0,999914

€
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